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บทคดัย่อ 

งานวจิยันี้ไดน้ าเสนอการแยกฟังก์ชนัถ่ายโอนเชงิเสน้ของระบบไม่เชงิเสน้ โดยอาศยัคุณสมบตัเิชงิ
ตัง้ฉากของสญัญาณสุม่ขาวแบบเกาซ์เป็นสญัญาณทีท่างเขา้ สญัญาณทีท่างเขา้และทางออกจะถูก
เกบ็อย่างต่อเนื่องแบบเวลาจรงิเพื่อน าสญัญาณมาท าการเฉลี่ยและเพื่อมใิหต้้องใชห้น่วยความจ า
มากเกินไปจึงได้ประยุกต์ใช้การเก็บข้อมูลแบบวงกลม  การทดสอบโดยใช้แบบจ าลองทาง
คณิตศาสตรพ์บว่าวธิกีารวดัสญัญาณดว้ยวธิขีองกอยเดอรส์ามารถแยกสญัญาณเชงิเสน้ออกมาไดด้ ี
และเมื่อน าฟังก์ชนัถ่ายโอนที่ได้ไปค านวณหาพารามเิตอร์เชงิเส้นของระบบ พบว่าให้ผลถูกต้อง
แมน่ย าและมคีวามผดิพลาดน้อยกว่า 0.003%  จุดอ่อนของการใชว้ธินีี้คอืตอ้งเสยีเวลาค่อนขา้งมาก
เนื่องจากต้องท าการเฉลีย่สญัญาณเป็นเวลานานและต้องตรวจสอบคุณภาพของฟังก์ชนัถ่ายโอน
ดว้ยสายตา การวดัสญัญาณจะยตุเิมือ่ฟังกช์นัถ่ายโอนมคีวามเสถยีร 
ค าส าคญั: สญัญาณสุม่ขาวแบบเกาซ,์ การเกบ็ขอ้มลูแบบวงกลม, วธิขีองกอยเดอร ์ 
 

ABSTRACT 
This research presents the separation of the linear transfer function of nonlinear systems 
based on the perpendicular properties of the Gaussian White Noise signal as the input signal. 
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The input and output signals are continuously collected in real time to average the signal 
and to avoid excessive memory usage, Circular Buffer has been applied.  The Goyder’s 
technique performed well in separation linear signal for the mathematical modeling test. The 
transfer function also produced accurate results with a 0.003% error when it was used to 
calculate the linear system parameters.  This method's drawback is that the signal must be 
averaged for a considerable amount of time and the transfer function's quality must be 
visually examined. When the transfer function becomes steady, the signal measurement will 
come to an end. 
KEYWORDS: Gaussian White Noise signal, Circular Buffer, Goyder’s technique 
 
1.  บทน า  

ในการวเิคราะหร์ะบบไม่เชงิเสน้โดยใชอ้นุกรมของวอลเตอรร์า (Volterra series) [1] พบว่าจะ
มปัีญหาเรื่องความซบัซ้อนในการค านวณประกอบกบัการประยุกต์ใช้งานจรงิในทางปฏบิตัทิ าได้
ยาก ในทางทฤษฎพีบว่าสญัญาณสุ่มขาวแบบเกาซ์ (Gaussian White Noise) [1] มคีุณสมบตัเิชงิ
ตัง้ฉากกนัทัง้ในโดเมนของเวลาหรอืในโดเมนของความถีซ่ึง่แลว้แต่จะเลอืกใชว้ธิใีด ในงานวิจยันี้ได้
เลอืกใชคุ้ณสมบตัเิชงิตัง้ฉากในโดเมนของความถีต่ามวธิกีารของกอยเดอร ์(Goyder’s technique) 
[2] ซึ่งเป็น วธิกีารค านวณหาฟังก์ชนัถ่ายโอนอนัดบัต่างๆ ได ้โดยไม่ต้องแยกสญัญาณทีท่างออก
ของระบบออกเป็นอนัดบัต่างตามวธิกีารของ Semidor-Signoret [3] ดงันัน้ในทางปฏบิตัวิธิขีองกอย
เดอรจ์งึใชง้านไดง้า่ยกว่าวธิอีื่น ๆ  
 
2.  งานท่ีเก่ียวขอ้ง 

Goyder [2] ไดน้ าเอาสญัญาณสุ่มแบบเกาซ์ มาใชเ้ป็นสญัญาณทีท่างเขา้ของระบบ และเมื่อมี
การเฉลีย่สญัญาณทัง้ทางเขา้และทางออกมากพอกจ็ะท าใหไ้ด ้ฟังก์ชนัถ่ายโอนอนัดบัต่าง  ๆ แบบ
เดยีวกบัอนุกรมของวอลเตอรร์าได้ แต่เนื่องจากกอยเดอรต์ัง้สมมตฐิานการเปลีย่นสญัญาณแบบมติิ
เดยีวไปเป็นแบบหลายมติ ิจงึท าใหรู้ปแบบของฟังก์ชนัถ่ายโอนตัง้แต่อนัดบัทีส่องขึน้ไป แตกต่าง
จากวธิทีีค่ านวณโดยตรงจากอนุกรมของวอลเตอรร์า 

Boonmalert and Chouychai [4, 5] ได้แสดงวธิีการค านวณหาฟังก์ชนัถ่ายโอนอนัดบัต่างๆ 
ของระบบไม่เชิงเส้นโดยอ้างอิงจากทฤษฎีของอนุกรมของวอลเตอร์รา และได้แสดงวิธีการ
ประยกุตใ์ชเ้พือ่น าไปหาพารามเิตอรไ์มเ่ชงิเสน้ทีเ่ป็นสปรงิแบบไมเ่ชงิเสน้แบบก าลงัสอง (Quadratic 
Spring)  
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3.  ทฤษฎี  
วธิขีองกอยเดอร์จะใช้สัญญาณสุ่มขาวแบบเกาซ์เป็นสญัญาณที่ทางเขา้ เนื่องจากสญัญาณ

แบบนี้มคีุณสมบตัเิชงิตัง้ฉากเมือ่ความถีไ่มต่รงกนัและมคีา่เฉลีย่เป็นศนูย ์เมือ่ท าการจบัสญัญาณมา
ท าการเฉลีย่ใหม้ากพอ 
 

 
รปูท่ี 1 ระบบไม่เชิงเส้นระดบัความเสรีขัน้เดียว 

 
จากรูปที ่1 ระบบไม่เชงิเสน้ (Nonlinear system) มสีญัญาณเขา้ x(t) ซึ่งเป็นสญัญาณสุ่มขาวแบบ
เกาซ ์และสญัญาณออก y(t)  ของระบบในรปูของอนุกรมของวอลเตอรร์าคอื 
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และสญัญาณออกอนัดบัที ่n ใดๆ ของระบบไมเ่ชงิเสน้ ในโดเมนความถีค่อื 
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โดยที ่ n nH f f f1 2( , ,..., )  เป็นฟังกช์นัถ่ายโอนอนัดบัที ่n และ X( f ) เป็นสญัญาณเขา้ของระบบใน
โดเมนความถีก่อยเดอรต์ัง้สมมตฐิานของการแปลงสญัญาณแบบ n มติไิปเป็นสญัญาณแบบมติิ
เดยีวเป็น 
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เมือ่แทนสมการ (2) ใน (3) จะได ้
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ครอสสเปกตรมั (Cross Spectrum) ระหว่างสญัญาณเขา้และสญัญาณออกของระบบ ล าดบัที่ n ใด ๆ 
เป็น 
 
 ( ) ( ) ( )yx x n n n nS f f f f f f E Y f X f f f f f f' ' ' ' ' * ' ' ' ' '

... 2 2 3 2 2 3... , ..., ... , ...,, , , ,− − − = − − −    (5) 
   
โดยที ่E [ ] เป็นคา่เฉลีย่ และ X*( f ) เป็นสงัยคุเชงิซอ้น (Complex Conjugate) ของ X( f ) เมือ่แทน 
Y( f )  จากสมการ (4) ลงในสมการ (5) จะได ้
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และเมื่อสญัญาณเข้าของระบบเป็นสญัญาณสุ่มขาวแบบเกาซ์เทอม ( ) ( )i iX f X f* ' 0=  เมื่อ  

i if f '
 และจะมคีา่เมือ่  i if f '

=  ดงันัน้ ครอสสเปกตรมัจะเป็น 
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ดงันัน้ฟังกช์นัถ่ายโอนอนัดบัที ่n คอื 
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โดยที ่ครอสสเปกตรมัหาไดจ้าก 
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และ ออโตสเปกตรมั (Auto Spectrum) คอื 
  
 ( ) ( ) =xxS f E X f X f T*( ) /  (10) 
 
4.  การเกบ็ข้อมลูแบบวงกลม (Circular Buffer) 

เนื่องจากวธิกีารหาฟังก์ชนัถ่ายโอนด้วยวธิขีองกอยเดอร์ จะต้องท าการเฉลี่ยสญัญาณตาม
สมการ (11) ดงันัน้วธิกีารที่จะเก็บขอ้มูลที่เหมาะสมคอืการเก็บขอ้มูลแบบเวลาจรงิ (Real Time) 
และเพื่อมใิหต้้องใชห้น่วยความจ ามากเกนิความจ าเป็น จงึใชห้ลกัการเกบ็ขอ้มูลแบบวงกลม ดว้ย
ขนาดหน่วยความจ า N = 2M จุด โดยที ่M = 1, 2, 3, …  
 

 
→ −
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T

T T
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ตารางท่ี 1  การเกบ็ข้อมลูแบบวงกลม 

ครัง้ที ่ 0 1 2 3 4 5 . . . N-1 

1 start→         end 

2 end start→         

3  end start→        
 

การเกบ็ขอ้มลูในครัง้แรกจะเกบ็ขอ้มลูทัง้ N จุด โดยเริม่จาก start ไปจนถงึ end แลว้น าไป
ค านวณหาฟังกช์นัถ่ายโอน เมือ่ท าการเกบ็ขอ้มลูจุดต่อไป ขอ้มลูจะถูกเกบ็ทีต่ าแหน่ง 0 ซึง่เป็น  
start เดมิและเปลีย่น start เป็น end สว่น start จะขยบัเลื่อนไปหนึ่งต าแหน่ง ขอ้มลูทีจ่ะน าไป
ค านวณครัง้ต่อไปจะกระท าจาก start ไปจนถงึ end เสมอ start และ end จะขยบัไป  1 จุดทุก ๆ  การ
เกบ็ขอ้มลูครัง้ต่อไป และการค านวณครัง้ต่อไปจะทุกขอ้มลูใหมท่ีเ่กบ็เขา้มา 1 จุด การเกบ็ขอ้มลูใน
ลกัษณะนี้ท าใหข้อ้มลูมคีวามต่อเนื่อง  
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5.  ผลการค านวณ 
การทดสอบผลการค านวณหาฟังกช์นัถ่ายโอนดว้ยวธิขีองกอยเดอร ์จะใชร้ะบบระดบัความเสรี

ข ัน้เดยีวที่มสีปรงิไม่เชงิเสน้และเป็นฟังก์ชนัของระยะกระจดัทัง้เทอมก าลงัหนึ่งและก าลงัสอง ดงั
แสดงในรปูที ่2 ซึง่จะท าใหร้ะบบเป็นสมการไมเ่ชงิเสน้ก าลงัสองและก าลงัสาม ดงัสมการ (12) 

 
 my t cy t ky t y y y t Ax t2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) + + + + =  (12) 
 

 
รปูท่ี 2 ระบบทางกลท่ีใช้ทดสอบ 

  
ในการค านวณก าหนดให้ m = 1 kg, c = 0.1 N.s/m, k = 150 N/m,  = 10 N/m2 และ  = 10 N/m3 
ในส่วนของ x(t) เป็นสญัญาณสุ่มขาวแบบเกาซ์ โดยก าหนดให ้มคี่าเฉลีย่เป็น 0 และมคี่าเบีย่งเบน
มาตรฐานเป็น 0.1 ส่วน A = 10 N เป็นแอมปลจิูดของแรงทีก่ระท ากบัระบบ ส าหรบัสญัญาณออก
ของระบบ y(t) จะท าการค านวณด้วยวิธีของรุงเงกุตต้าอันดับที่สี่ (Fourth order Runge-Kutta 
Method) [6] ผลการค านวณสญัญาณทัง้สญัญาณเขา้และสญัญาณออกจะถูกคูณดว้ยหน้าต่างของ
ฮานนิง (Hanning Window) ก่อนที่จะท าการแปลงตรงฟูริเยร์ (Direct Fourier Transform) และ
น าไปค านวณฟังกช์นัถ่ายโอนอนัดบัต่าง ๆ ตามสมการ (8) ต่อไป  

จากข้อมูลของระบบจะได้พารามิเตอร์ต่าง ๆ ของระบบ คือ n = 12.247 rad/s , s = 1.95 Hz  
และ  = 0.00408 
 

y(t) 

x(t) 

c 

k(y) = k + y +  y 2 

m 



วิศวกรรมสารเกษมบัณฑิต ปีที่ 12 ฉบับที ่3 กันยายน-ธันวาคม 2565  91 

 คณะวิศวกรรมศาสตร์ มหาวิทยาลัยเกษมบัณฑิต บทความวิจัย 

 
รปูท่ี 3 ฟังกช์นัถ่ายโอนอนัดบัท่ีหน่ึง 

 
รปูท่ี 4 ฟังกช์นัถ่ายโอนอนัดบัท่ีสอง 
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รปูท่ี 5 ฟังกช์นัถ่ายโอนอนัดบัท่ีสองในแนวเส้นทแยงมมุ H2(f1,f2) ; f1 = f2  

 

 
รปูท่ี 6 ฟังกช์นัถ่ายโอนอนัดบัท่ีสามในแนวเส้นทแยงมมุ H3(f1,f2,f3) ; f1 = f2 = f3 

 
6.  สรปุ 

กราฟในรปูที ่3 เป็นฟังกช์นัถ่ายโอนอนัดบัทีห่นึ่งซึง่ผ่านการเฉลีย่มากกว่า 1,000 ครัง้ ซึง่เป็น
ฟังก์ชนัถ่ายโอนของระบบเชงิเสน้และเมื่อน าฟังก์ชนัถ่ายโอนนี้ไปท าการค านวณหาพารามเิตอร์
ของระบบเชงิเส้นจะได้ n = 12.24701 rad/s มคีวามผดิพลาด 8x10-5 % และ  = 0.004079  มี
ความผดิพลาด 0.0024 % ซึง่ถอืว่ามคีวามเทีย่งตรงสงู ทัง้นี้เป็นเพราะไดแ้ยกเอาฟังก์ชนัถ่ายโอน
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ของระบบทีไ่ม่เป็นเชงิเสน้ออกไปแลว้ ส่วนในรูปที ่4 และ 5 เป็นฟังก์ชนัถ่ายโอนอนัดบัทีส่องและ
ฟังกช์นัถ่ายโอนอนัดบัทีส่องทีอ่ยูใ่นแนวเสน้ทแยงมุม f1 = f2   ซึง่จะสงัเกตเหน็ไดว้่าปรากฏความถี่
ซบัฮาโมนิค (sub harmonic) ทีป่ระมาณ 0.9 Hz และในรปูที ่6 เป็นฟังกช์นัถ่ายโอนอนัดบัทีส่ามใน
แนวเสน้ทแยงมุม f1 = f2 = f3  ซึ่งจะเหน็ซบัฮาโมนิคอนัดบัสามที่ประมาณ 0.5 Hz. แต่จากรูปทัง้
สองไม่สามารถมองเห็นซูเปอร์ฮาโมนิค (super harmonic) ได้ เนื่องจากช่วงของความถี่สูงไม่
สามารถแสดงได้ในฟังก์ชนัถ่ายโอนอนัดบัสูง เพราะว่าฟังก์ชนัถ่ายโอนอนัดบัสอง จะใช้ความถี่
สงูสุดเพยีงครึง่หนึ่งของความถีข่องฟังก์ชนัถ่ายโอนอนัดบัทีห่นึ่ง และฟังก์ชนัถ่ายโอนอนัดบัทีส่าม
จะใชค้วามถีส่งูสดุเพยีง 1/3 ของความถีส่งูสดุของฟังกช์นัถ่ายโอนอนัดบัทีห่นึ่ง ในรปูที ่5 และ 6 จะ
มฮีารโ์มนิคอื่น ๆ อกีมากเป็นเพราะฟังก์ชนัถ่ายโอนอนัดบัทีส่องและสามยงัไม่เสถยีรเพยีงพอ ถา้
จะใหฟั้งก์ชนัถ่ายโอนอนัดบัทีส่องและสามเสถยีรจะตอ้งท าการเฉลีย่ต่อไปอกี และตอ้งเขยีนกราฟ
แสดงรูปของฟังก์ชนัถ่ายโอนทัง้สองเพื่อตรวจสอบดว้ยสายตา แต่เนื่องจากงานวจิยันี้สนใจเฉพาะ
การตรวจสอบคุณภาพของฟังกช์นัถ่ายโอนอนัดบัทีห่นึ่งเท่านัน้ ในการท าการวเิคราะหโ์มดคลั การ
ใชส้ญัญาณแบบสุ่มจะท าไดง้่ายกว่าการใชส้ญัญาณแบบอื่น ขอ้เสยีมอีย่างเดียวคอืตอ้งมเีครื่องมอื
สรา้งสญัญาณแบบสุม่เท่านัน้ 
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