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บทคดัย่อ 

งานวจิยันี้ได้แสดงวธิกีารหาค่าคงที่ของสปรงิไม่เชงิเสน้แบบควิบิกด้วยวธิถีดถอยแบบก าลงัสอง
น้อยสุด โดยท าการค านวณทัง้ในโดเมนเวลาและโดเมนความถีซ่ึง่พบว่าค่าคงที่ของระบบไม่เชงิเสน้
แบบควิบกิจากการค านวณทัง้สองแบบใหผ้ลลพัธท์ีแ่ม่นย าเหมอืนกนัไม่ว่าระบบจะมีการหน่วงเกนิ
หรอืระบบมกีารหน่วงน้อย ในส่วนของเวลาที่ใชใ้นการค านวณพบว่าการค านวณในโดเมนเวลามี
ความเรว็มากกวา่การค านวณในโดเมนความถีอ่ยูป่ระมาณ 10 % สว่นความผดิพลาดของการค านวณ
ทางทฤษฎอียู่ในระดบัต ่ากว่า 10-10% นอกจากนี้ยงัพบว่าค่าความผดิพลาดแปรผนัโดยตรงกบัชนิด
ของตวัแปรทีใ่ช ้ส าหรบัตวัแปรทศนิยมขนาดใหญ่จะมคีวามผดิพลาดอยู่ทีร่ะดบั 10-10% และถ้าใช้
ตวัแปรทศนิยมขนาดใหญ่มากความผดิพลาดจะไมเ่กนิ 10-12%  
ค าส าคญั: สปรงิไมเ่ชงิเสน้แบบควิบกิ, การหน่วงน้อย, การหน่วงเกนิ 
 

ABSTRACT 
This research introduces a method for determining the parameter of cubic nonlinear springs 
by least square regression method. Calculations are conducted in both the time-domain and 
the frequency-domain. It was observed that both approaches yielded equally accurate 
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results, regardless of whether the system exhibited over-damping or under-damping 
characteristics. In terms of computational time, the time-domain calculation proved to be 
approximately 10% faster than the frequency-domain calculation, with a theoretical 
calculation error of less than 10-10%. Furthermore, it was discovered that the error was directly 
associated with the type of variables used.  When employing double variables, the error 
remained within the range of 10-10%, while using long double variables ensured that the error 
did not exceed 10-12%. 
KEYWORDS: Cubic Nonlinear Spring, Under Damping, Over damping 
 
1. บทน า  

โดยปกตแิล้วแรงของสปรงิจะต้องสมดุลหรอืเกอืบสมดุลรอบแกนระยะกระจดั แต่จากกราฟ
ความสมัพนัธร์ะหว่างแรงและระยะกระจดัของสปรงิแบบควอดราตกิ (Quadratic Spring)  จะพบว่า
แรงไม่สมมาตรรอบแกนระยะกระจดัเนื่องจากแรงของสปรงิในสว่นทีเ่ป็นเทอมก าลงัสองจะมคี่าเป็น
บวกเสมอถงึแมว้่าระยะกระจดัจะเป็นลบ ดงัแสดงในรูปที ่1 เมื่อเทยีบกบัแรงทีเ่กดิจากสปรงิแบบ
คิวบิก (Cubic Spring) จะพบว่าแรงของสปริงแบบคิวบิกมีความสมมาตรรอบแกนระยะกระจดั
มากกว่า ดงัแสดงในรปูที ่2 ดว้ยเหตุนี้งานวจิยันี้จงึน าเสนอ การหาค่าคงทีไ่มเ่ชงิเสน้ของสปรงิแบบ
ควิบกิ โดยใชว้ธิแียกสญัญาณทีว่ดัไดจ้ากระบบไม่เชงิเสน้ทีม่รีะดบัความเสรขี ัน้เดยีว ทีม่ตีวัหน่วง
แบบของเหลวหนืดและมสีปรงิไมเ่ชงิเสน้แบบควิบกิ โดยท าการค านวณทัง้ในโดเมนเวลาและโดเมน
ความถี ่เพือ่ใชเ้ป็นแนวทางในการหาค่าพารามเิตอรข์องสปรงิของระบบทางฟิสกิสต์่อไป   
 

 
รปูท่ี 1 สปริงแบบควอดราติก 2( ) ( ) ( )kF t ky t y t= +  
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รปูท่ี 2 สปริงแบบคิวบิก 2 3( ) ( ) ( ) ( )kF t ky t y t y t = + +  

 
2. งานท่ีเก่ียวขอ้ง 

Boonmalert and Chouychai [1] ไดน้ าเสนอการหาพารามเิตอรไ์ม่เชงิเสน้ของระบบทีม่สีปรงิ
แบบควอดราติกในโดเมนของเวลา และได้ท าการทดสอบใช้จรงิกบัระบบทางฟิสกิส์ และพบว่า  
คา่ความแขง็ตงึไมเ่ชงิเสน้ก าลงัสองมคีา่ต ่ามาก 

Dong et al [2] ได้ศกึษาระบบไม่เชงิเสน้มวลสปรงิและตวัหน่วงของการชนของรถไฟโดยใช้
แบบจ าลอง CLGAN 

Peeters et al [3] ไดแ้นะน าวธิกีารหาพารามเิตอรข์องระบบแบบหลายสญัญาณเขา้และหลาย
สญัญาณออกในโดเมนของความถีท่ีใ่ชช้ือ่วา่ PolyMAX ซึง่ใหผ้ลลพัธท์ีม่คีวามเสถยีร 

Xie et al [4] ได้ศกึษาระบบไม่เชงิเสน้ทีเ่กดิจากการไหลของอากาศที่ไม่เป็นเชงิเสน้ โดยใช้
ระเบียบวิธีของการ์เลอคิน (Garlerkin Method) และทฤษฎีแผ่นแบนของวอน คาร์มาน (Von 
Karman Plate Theory) 
 
3. ทฤษฎี 
 

 

รปูท่ี 3 ระบบไม่เชิงเส้นระดบัความเสรีขัน้เดียว 

    Nonlinear System 
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รปูท่ี 4 ระบบท่ีใช้ในการทดสอบ 
 

งานวจิยันี้จะอ้างองิจากระบบระดบัความเสรขี ัน้เดยีวที่มตีวัหน่วงแบบของเหลวหนืดและมี
สปรงิไมเ่ชงิเสน้แบบควิบกิ (Cubic Spring) ดงัแสดงในรปูที ่3 และ 4 โดยมสีมการของการเคลื่อนที่
ของระบบเป็น 
 
 + + + + =

2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )my t cy t ky t y t y t Ff t   (1) 
 
ที ่F = 1 สญัญาณออกของระบบในรปูของอนุกรมของวอลเตอรร์า (Volterra Series) [5] เป็น 
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โดยที ่ 
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และที ่F  1 สญัญาณออกของระบบในรปูของอนุกรมของวอลเตอรร์าเป็น 
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เมือ่แทนสมการ (4) ในสมการ (1) ได ้
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สญัญาณออกแต่ละอนัดบัของอนุกรมของวอลเตอรร์า หาไดจ้ากการเทยีบสมัประสทิธิข์อง  F 
 
ที ่ F1 ได ้ + + =1 1 1( ) ( ) ( ) ( )my t cy t ky t f t  (6) 
 

หรอื   


−

= = −1 1 1( ) ( ) ( ) ( )y t H f t h f t d    (7) 

 
โดยที ่H1[ ] เป็นโอเปอเรเตอร ์(operator) อนัดบัทีห่นึ่งของระบบเชงิเสน้  
 
ที ่ F2 ได ้ + + + =2

2 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) 0my t cy t ky t y t  (8a) 
 
 + + = −

2

2 2 2 1( ) ( ) ( ) ( )my t cy t ky t y t  (8b) 
 
  = −

2

2 1 1( ) ( )y t H y t  (8c) 
 
ที ่ F3 ได ้ + + + + =

3

3 3 3 1 2 1( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 0my t cy t ky t y t y t y t   (9a) 
 
 + + = − −

3

3 3 3 1 2 1( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )my t cy t ky t y t y t y t   (9b) 
 
  = − +

3

3 1 1 2 1( ) 2 ( ) ( ) ( )y t H y t y t y t   (9c) 
 
และที ่F4 ได ้ + + + + + =

2 2

4 4 4 1 3 2 1 2( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 3 ( ) ( ) 0my t cy t ky t y t y t y t y t y t    (10a) 
 

 + + = − − −
2 2

4 4 4 1 3 2 1 2( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 3 ( ) ( )my t cy t ky t y t y t y t y t y t    (10b) 
 
  = − + +

2 2

4 1 1 3 2 1 2( ) 2 ( ) ( ) ( ) 3 ( ) ( )y t H y t y t y t y t y t    (10c) 
 
ในการหาค่าคงที่ไม่เชงิเส้นจะหาได้จาก y3(t) แต่เพื่อป้องกนัสญัญาณอนัดบัที่สูงกว่า 3 เข้ามา
รบกวนจึงท าการแยกสญัญาณออกเป็น 4 อนัดบั ถ้า y1(t), y2(t), y3(t) และ y4(t)  หาได้จากการ
ทดลองดว้ยการใสส่ญัญาณ Fif(t), i = 1, 2, 3, 4 เขา้สู่ระบบสีค่ร ัง้ โดยทีแ่ต่ละครัง้มแีอมปลจิดูของ
แรงแตกต่างกนั จะแยกสญัญาณทัง้สีอ่นัดบัของวอลเตอรร์า [6] ไดจ้ากสมการ (4) ในรปูเมตรกิเป็น 
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โดยที่ y(i)(t), i = 1, 2, 3, 4 คือสัญญาณออกของระบบที่เกิดสัญญาณเข้า Fif(t), i = 1, 2, 3, 4 
สญัญาณออกของระบบล าดบัต่าง ๆ ทีไ่ดจ้ากการวดัสญัญาณเมือ่เทยีบกบัสญัญาณทางทฤษฎเีป็น 
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หรอื = − −3 3 3( ) 2 ( ) ( )y t y t y t

 
   (14c) 

 

โดยที ่ 


−

= − −3 1 1 2( ) ( ) ( ) ( )y t h y t y t d


     (15a) 

 

และ 


−

= −
3

3 1 1( ) ( ) ( )y t h y t d


    (15b) 

 
ถ้า y3(t) เป็นสญัญาณที่ค านวณได้จากสมการ (11) จะเห็นว่าสญัญาณอันดับที่สาม สามารถ
ค านวณหาค่าคงทีไ่ม่เชงิเสน้ของสปรงิไดท้ัง้สองค่า จงึใชส้ญัญาณอนัดบัสามค านวณหาค่าคงทีไ่ม่
เชงิเสน้ของระบบ ความผดิพลาดระหว่างทฤษฎกีบัการทดลองจะหาไดจ้าก 
 
 = + +3 3 3( ) ( ) 2 ( ) ( )E t y t y t y t

 
   (16) 
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เมื่อก าหนดให ้ t = kt  ซึง่จะท าใหห้าค่าคงทีไ่ม่เชงิเสน้ของสปรงิไดโ้ดยใชว้ธิีถดถอยแบบก าลงั
สองน้อยสดุ (Least Squares Regression) [7] ดงันี้ 
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= = + +    
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สามารถหาอนุพนัธข์อง R เทยีบกบั  และ   ไดเ้ป็น 
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และจดัใหอ้ยูใ่นรปูแบบเมทรกิซไ์ดเ้ป็น 
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โดยคา่ของ  และ   จะสามารถค านวณหาไดจ้ากสมการ (19) 

ส าหรบัโดเมนความถี่ ในกรณีทีร่ะบบมคี่าของตวัหน่วงเกนิ สญัญาณในโดเมนเวลาจะลดเป็น
ศูนยอ์ย่างรวดเรว็ ท าใหข้อ้มลูทีใ่ชใ้นการค านวณหาค่าคงทีข่องสปรงิมคี่าน้อย จงึท าใหร้ะบบทีม่คีา่
ของตวัหน่วงเกนิจะมขีอ้มูลของสญัญาณในโดเมนความถี่มากกว่าในโดเมนเวลา ดงันัน้ค่าของ  
และ   ทีค่ านวณในโดเมนความถี่จะท าไดโ้ดย พจิารณาสมการ (14) ถ้าให ้

1 2( ) ( ) ( )u t y t y t =    
และ 3

1( ) ( )u t y t =   ดงันัน้สญัญาณออกอนัดบัทีส่ามของวอลเตอรร์าเป็น 
 

 
 

− −

= − − − − 3 1 1( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )y t h u t d h u t d
 

         (20) 
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และสญัญาณออกอนัดบัทีส่ามในโดเมนความถีไ่ด ้
 
 = − −3 1 1( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )Y f H f U f H f U f

 
   (21a) 

 
 = − −3 3 3( ) 2 ( ) ( )Y f Y f Y f

 
   (21b) 

 
โดยที ่ =3 1( ) ( ) ( )

 
Y f H f U f  (22a) 

 
และ =3 1( ) ( ) ( )Y f H f U f

 
 (22b) 

 
ถา้ Y3(f) เป็นสญัญาณทีว่ดัไดจ้ากสมการ (11) ความผดิพลาดของสญัญาณทีไ่ดจ้ากการวดัสญัญาณ
และทฤษฎคีอื 
 
 = + +3 3 3( ) ( ) 2 ( ) ( )E f Y f Y f Y f

 
   (23) 

 
การหาคา่ของ  และ   จะสามารถหาไดโ้ดยวธิถีดถอยแบบก าลงัสองน้อยสดุ 
 

 
=

= 
1

* ( ) ( )
N

k
R E k E k  (24a) 

 

 
=

= + + + +       3 3 3 3 3 3
1

*
( ) 2 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )

N

k
R Y k Y k Y k Y k Y k Y k

   
     (24b) 

 
โดยที ่( )* คอื สงัยคุเชงิซอ้น (complex conjugate)  และ f = kf    
สามารถหาอนุพนัธข์อง R เทยีบกบั  และ   ไดเ้ป็น 
 

 



=


= + +



+ + + =

  

  

3 3 3 3
1

3 3 3 3

*

*

2 ( ) 2 ( ) ( ) ( )

( ) 2 ( ) ( ) ( ) 0

N

k

R
Y k Y k Y k Y k

Y k Y k Y k Y k

  

  

 


 

 (25a) 
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
=

 
= + + 

 

+ + + =

  

  

3 3 3 3

3 3 3 3

1

*

*

( ) 2 ( ) ( ) ( )

( ) 2 ( ) ( ) ( ) 0

N

k

R Y k Y k Y k Y k

Y k Y k Y k Y k

  

  

 


 

 (25b) 

 
สามารถจดัอยูใ่นรปูแบบเมทรกิซไ์ดเ้ป็น 
 

 

 = =

= =

=

=

+ 

+ 

+

= −
+

   
 
    

    
 

    

2

3 3 3 3 3
1 1

2

3 3 3 3 3
1 1

* *

3 3 3 3
1

* *

3 3 3 3
1

* *

* *

2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2

( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

N N

k k
N N

k k

N

k
N

k

Y k Y k Y k Y k Y k

Y k Y k Y k Y k Y k

Y k Y k Y k Y k

Y k Y k Y k Y k

    

    

 

 





 (26) 

 
โดยที ่ = =

2 * *( ) ( ) ( ) ( ) ( )Y f Y f Y f Y f Y f  (27) 
 
ท าใหส้ามารถหาค่าของ  และ   ไดจ้ากสมการ (26)  
 
4.  ผลการค านวณ 

ในการทดสอบความถูกตอ้งของการค านวณหาค่าคงทีข่องสปรงิทัง้สองแบบ จะท าการค านวณ
จากระบบในสมการ (1) โดยก าหนดให้ m = 1 kg, c = 2 N.s/m, และ k = 100 + 2y(t) + 5y 2(t) 
N/m  ผลการค านวณหาค่า  และ   จากสมการ (19) และ (26) ไดค้่า  = 2 และ  = 5 ถูกตอ้ง

เหมอืนกนั นอกจากนี้ไดท้ าการทดสอบโดยการปรบัเปลีย่นค่าของตวัหน่วง =
2 n

c
m




  โดยใน

การค านวณทดสอบในช่วง 0.00    0.95  พบว่าสามารถค านวณหาค่า  และ   ไดถู้กตอ้ง
ทุกค่าของ    โดยในรปูที ่5 และ 6 เป็นสญัญาณออกของระบบในโดเมนเวลาและโดเมนความถีท่ี่
มคีา่  = 0.0005 ตามล าดบั ซึง่จะพบวา่สญัญาณออกของระบบในโดเมนเวลามขีอ้มลูทีจ่ะใชใ้นการ
ค านวณมากกว่าสญัญาณออกของระบบในโดเมนความถี ่ ในรปูที ่7 เป็นสญัญาณออกของระบบใน
โดเมนเวลาที่มคี่า  = 0.95 ซึ่งจะพบว่าสญัญาณออกของระบบในโดเมนเวลาจะลดลงเป็นศูนย์
อย่างรวดเรว็ แต่สญัญาณออกของระบบในโดเมนความถีใ่นรปูที ่8 จะมขีอ้มลูทีจ่ะใชใ้นการค านวณ
มากกว่า ซึง่สอดคลอ้งกบัรปูที ่9 ทีแ่สดงความผดิพลาดจากการค านวณหาค่า  และ   ในโดเมน
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เวลาโดยใชส้มการ (19) จะพบว่าความผดิพลาดจากการค านวณทีค่่าความหน่วงน้อยจะมคีวามผดิ
พลาดน้อยกว่าระบบทีม่คี่าความหน่วงเกนิ แต่ในทางกลบักนัถ้าใชก้ารค านวณหาค่า  และ   ใน
โดเมนความถีด่ว้ยสมการ (27)  ความผดิพลาดจากการค านวณ ระบบทีม่ตีวัหน่วงน้อยจะมคีวามผดิ
พลาดมากกว่าระบบทีม่คี่าความหน่วงเกนิ ดงัแสดงในรปูที ่10 แต่อยา่งไรกต็ามความผดิพลาดสงูสุด
ของการค านวณทัง้สองวธิกีม็คีา่น้อยมากในระดบั 9x10-10% ซึง่ถอืว่าน้อยมากจนเป็นทีย่อมรบัได ้

 

 
รปูท่ี 5 สญัญาณออกของระบบในโดเมนเวลา ท่ี  = 0.0005 

 

 

รปูท่ี 6 สญัญาณออกของระบบในโดเมนความถี่ ท่ี  = 0.0005 
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รปูท่ี 7 สญัญาณออกของระบบในโดเมนเวลา ท่ี  = 0.95 

 

 

รปูท่ี 8 สญัญาณออกของระบบในโดเมนความถี่ ท่ี  = 0.95 
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รปูท่ี 9 ความผิดพลาดจากการค านวณ  และ   ในโดเมนเวลา 
 

 
รปูท่ี 10 ความผิดพลาดจากการค านวณ  และ   ในโดเมนความถี่ 

 
5.  สรปุ 

จากการทดสอบพบว่าค่าความหน่วงไม่ว่าจะเป็นการหน่วงเกนิ (Over Damping) หรอื 
การหน่วงน้อย (Under Damping) ไม่มผีลท าใหก้ารค านวณมคีวามผดิพลาดแต่ประการใด แต่
ในทางปฏบิตัสิญัญาณรบกวนอาจสง่ผลต่อความผดิพลาดของการค านวณได ้ดงันัน้จงึขอแนะน า
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ว่าถา้พบว่าระบบมกีารหน่วงเกนิ กค็วรใชก้ารค านวณในโดเมนความถี ่แต่ถา้พบว่าสญัญาณที่ 
วดัไดม้กีารหน่วงน้อย ซึง่สามารถสงัเกตไดจ้ากต าแหน่งความถีธ่รรมชาตขิองฟังก์ชนัถ่ายโอน 
ทีแ่สดงในรูปของโบด (Bode plot) กส็ามารถใชก้ารค านวณในโดเมนเวลาได ้ซึง่จะใชเ้วลาใน 
การค านวณได้น้อยกว่า เนื่องจากโดยปกตแิลว้การวดัสญัญาณจะท าในโดเมนเวลาอยู ่แลว้ 
ถา้ตอ้งการค านวณในโดเมนความถีจ่ะตอ้งใชก้ารแปลงฟูรเิยร์เพื่อแปลงสญัญาณใหเ้ป็นโดเมน
ความถี่เสยีก่อน จงึจะสามารถท าการค านวณตามสมการ (26) ได ้ท าใหก้ารค านวณในโดเมน
ความถีใ่ชเ้วลามากกว่า ส าหรบัการแปลงฟูรเิยร์ที่ใช้ในงานวจิยันี้ เป็นการแปลงฟูรเิยร์แบบตรง 
(Direct Fourier Transform) ส าหรบัการแปลงแบบเทอมแท้จริงให้เป็นเทอมเชิงซ้อน (Real to 
Complex)  และการแปลงฟูรเิยร์ผกผนั (Inverse Fourier Transform) ส าหรบัการแปลงแบบเทอม
เชงิซ้อนเป็นเทอมแทจ้รงิ (Complex to Real) ซึ่งพบว่าการค านวณในโดเมนเวลามคีวามเรว็กว่า
การค านวณในโดเมนความถีอ่ยูป่ระมาณ 10% 
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