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บทคดัย่อ 

บทความน้ีทําขึ้นเพื่อใช้เป็นแนวทางในการตดัสนิใจของผู้ที่เริม่จะทําการศกึษาการคํานวณเชงิ

ตวัเลขในงานทางวศิวกรรมหรอืสาํหรบันกัวจิยัทีต่อ้งการเลอืกวธิกีารทีเ่หมาะสมในการคาํนวณ จาก

การศึกษาวิธีการคํานวณทัง้สองวิธีน้ี พบว่าผลลัพท์ที่ได้จากการคํานวณมีความแม่นยําและ

เที่ยงตรงใกล้เคยีงกนั ความผดิพลาด (Energy error) อยู่ในระดบั −< 310e แต่เวลาที่ใช้ในการ

คํานวณงานแบบเดยีวกนั พบว่าระเบยีบวธิแีบบไร้โครงตาข่าย ใช้เวลาในการคํานวณมากกว่า

ระเบยีบวธิไีฟไนต์เอลเิมนต์เกอืบสามเท่า แต่ถ้าพจิารณาการนําไปใชใ้นการคํานวณที่ต้องมกีาร

ปรบัเปลีย่นจํานวนจุดขัว้หรอืมกีารเปลีย่นแปลงขนาดของเอลเิมนต์ พบว่าระเบยีบวธิแีบบไรโ้ครง

ตาขา่ย จะทาํไดง้า่ยกวา่และเรว็กวา่ในขัน้ตอนของการเตรยีมขอ้มลู 

คาํสาํคญั: ระเบยีบวธิแีบบไรโ้ครงตาขา่ย, ระเบยีบวธิไีฟไนตเ์อลเิมนต ์

 

ABSTRACT 

This article is intended as a decision making guidelines for those who are beginning to study 

numerical computations in engineering works or for researchers who want to choose the 

appropriate method of calculation. From the study, it is found that the results obtained from 

the two calculation methods are similarly accurate. The energy error is at the level of 
−< 310e . However, when considering the time for computing, the results showed that the 
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meshfree method was found to take three times longer to compute than the finite element 

method. Nonetheless, considering the use of calculations that require change in the number 

of nodes or adaptive the size of the elements, the meshfree method appeared to be more 

simple and faster at the stage of data preparation. 

KEYWORDS: meshfree method, finite element method 

 

1. งานท่ีเก่ียวข้อง 

ระเบียบวธิีไฟไนต์เอลเิมนต์ได้รบัการพฒันามาอย่างต่อเน่ืองมากกว่า 50 ปี [1] จนเป็นที่

ยอมรบักนัอยา่งกวา้งขวางในงานทางดา้นวศิวกรรม และมหีลายบรษิทัไดส้รา้งโปรแกรมออกมาใน

เชงิพาณิชย ์เช่น แอนซสิ (ANSYS), อาปาคสั (APACUS) และ โซลสิเวริ์ค (Solid Work) เป็นตน้ 

ในปัจจุบนัน้ีระเบยีบวธิไีฟไนตเ์อลเิมนตย์งัคงมกีารพฒันาในขัน้ตอนการเตรยีมขอ้มลูอย่างต่อเน่ือง 

Hang Si [2] ได้นําเสนอโปรแกรม Tetgen ซึ่งเป็นโปรแกรมสร้างเอลิเมนต์แบบปิรามิตฐาน

สามเหลี่ยม (Tetrahedral) และ Joachim Schoberl [3] ได้นําเสนอโปรแกรม Netgen สร้างเอลิ

เมนต์ทีม่ฐีานสามเหลีย่มเช่นกนั โดยทัง้สองโปรแกรมน้ีเป็นโปรแกรมแบบเปิดและใหเ้ปล่าภายใต้

เงื่อนไขสญัญาอนุญาตสาธารณะทัว่ไปของกนู (GNU General Public License) G.R. LIU และ Y.T. 

GU. [4] ไดนํ้าเสนอระเบยีบวธิไีรโ้ครงตาขา่ยและไดแ้สดงการคํานวณพรอ้มโปรแกรมการคํานวณ

เป็นภาษาฟอรแ์ทรน 90 นอกจากน้ียงัไดนํ้าเสนอ ฟังกช์นัรปูร่างแบบรศัม ี(Radial basis function) 

หลายรปูแบบเพือ่ใชก้บัวธิแีบบไรโ้ครงตาขา่ยอกีดว้ย 

 

2. ทฤษฏีท่ีเก่ียวข้อง 

2.1 ระเบียบวิธีไฟไนตเ์อลิเมนต ์ 

ระเบยีบวธิไีฟไนต์เอลเิมนต์จะใชห้ลกัการแบ่งรูปร่างของปัญหาทีส่นใจ ออกเป็นชิ้นส่วนเลก็ๆ 

เรยีกว่า เอลเิมนต์ (Element) และจุดมุมที่เชื่อมต่อระหว่างเอลเิมนต์ เรยีกว่าจุดขัว้ (Node) หรอืจุด

โนดดงัรปูที ่1 

 

 

รปูท่ี 1 การแบง่เอลิเมนตแ์ละการกาํหนดจดุขัว้ 
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สมมติเอลเิมนต์ที่สนใจเป็นรูปสี่เหลี่ยมเพื่อความง่ายจะกําหนดให้อยู่ในพกิดัวางนัยทัว่ไป 

(Generalized coordinate) ดงัรูปที ่2 ซึ่งจะกําหนดฟังก์ชนัรูปร่างไดเ้ป็น N(r,s) โดยที ่ 1 1r≤ ≤−

และ 1 1s≤ ≤−  ดงันัน้จุด x,y ใดๆ จะเขยีนไดเ้ป็น 

 

 { } { }=( , ) Tx r s N Xi   (1) 

 

 { } { }=( , ) Ty r s N Yi   (2) 

 

โดยที ่{ }N คอืเวกเตอรข์องฟังกช์นัรปูรา่งซึง่สามารถเขยีนไดเ้ป็น 
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รปูท่ี 2 เอลิเมนตต้์นแบบ 

 

โดยทีฟั่งกช์นัรปูรา่งจะตอ้งมคีุณสมบตัเิป็นดงัน้ี 
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สําหรบัความสมัพนัธ์อื่นๆ ทางดา้นกลศาสตรข์องแขง็ (Solid mechanics) ใน 2 มติสิามารถ

เขยีนไดเ้ป็นดงัน้ี สาํหรบัปัญหาความเคน้ในระนาบ 

 

 { } [ ]{ }Dσ ε=  (7) 

 

สาํหรบัปัญหาความเคน้ในระนาบ 
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สาํหรบัปัญหาความเครยีดในระนาบ 
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และ { }
,

,

, ,

x x

y y
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ความเครยีดตามแนวแกน x และ y สามารถพจิารณาโดยเริม่จากให ้ ( , )f f x y=  เมื่อประยุกตก์ฎ

ลกูโซ่จะได ้
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โดยที ่ [ ]
{ } { } { } { }

{ } { } { } { }

 
 =
  

, ,

,s ,s

T T

r i r i

T T

i i

N x N y
J

N x N y
 (13) 

 

 [ ] [ ]
{ }
{ }

{ }− −
      = =   
      

,x ,r ,r1 1

,y ,s
,s

T

iT

u u N
J J u

u u N
 (14) 

 

 [ ] [ ]
{ }
{ }

{ }− −
      = =   
      

,x ,r ,r1 1

,y ,s
,s

T

iT

v v N
J J v

v v N
 (15) 

 

 

,

,

, ,

x x

y y

xy y x

u

v

u v

ε

ε

γ

   
   =   
   +   

 (16) 

 คณะวิศวกรรมศาสตร มหาวิทยาลัยเกษมบัณฑิต บทความวิชาการ 



168 Kasem Bundit Engineering Journal Vol.8 No.1 January-April 2018 

 

ดงันัน้ [ ]

1

11, 2,

1
21, 2,

21, 1, 2, 2,

0 0 ...

0 0 ...

...

x r r

y s s

xy s r s r

u

vN N

uJ N N

vN N N N

ε

ε

γ

−

 
         =    

        
  

 (17) 

 

หรอื [ ]{ }
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จากพลงังานศกัย ์
1

2
V d

Ω
σε Ω∫=  จะไดเ้มตรกิซค์วามแขง็ตงึยอ่ยของเอลเิมนตเ์ป็น 

 

 
1 1

1 1
[ ] [ ] [ ][ ]e

TK B D B Jdr ds∫ ∫
− −

=  (19) 

 

โดยที่ det [ ]J J= และ [ ]eK  เป็นเมตรกิซ์ความแขง็ตึงย่อยของเอลเิมนต์ซึ่งเมื่อคํานวณทุกเอลิ

เมนตแ์ลว้นํามารวมกนัจะไดเ้ป็นเมตรกิซค์วามแขง็ตงึหลกั  

 

 [ ]
1

[ ]
NElem

G e
e

KK ∑
=

=   (20) 

 

ส่วนแรงภายนอกทีก่ระทํากบัระบบสามารถสรา้งเป็นเมตรกิซ์แรงรวมหลกั { }GF และนํามาเขยีน

เป็นสมการรวมของระบบไดด้งัน้ี 

 

 [ ] { } { }= GGK q F  (21) 

 

โดยที ่{ }q  เป็นระยะกระจดัของทุกๆ ความเสรขีองการเคลือ่นที ่ (degree of freedom) โดยสรุป

กระบวนการของระเบยีบวธิไีฟไนตเ์อลเิมนตส์ามารถแสดงไดด้งัรปูที ่3 
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รปูท่ี 3 แผนผงัของระเบียบวิธีไฟไนตเ์อลิเมนต ์

 

2.2 ระเบียบวิธีไรโ้ครงตาข่าย 

หลกัการคํานวณเกีย่วกบัการสรา้งเมตรกิซ์ความแขง็ตงึย่อยของระเบยีบวธิไีรโ้ครงตาข่ายจะ

เหมอืนกบัระเบยีบวธิไีฟไนต์เอลเิมนต ์แต่แตกต่างกนัทีร่ะเบยีบวธิไีฟไนต์เอลเิมนต์จะหาเมตรกิซ์

ความแขง็ตงึจากเอลเิมนต์ แต่ในระเบยีบวธิไีรโ้ครงตาข่ายจะหาเมตรกิซ์ความแขง็ตงึจากจุดเก๊าซ์ 

(Gauss Point) โดยระเบยีบวธิไีรโ้ครงตาข่ายมหีลกัการคอืเริม่ดว้ยการกําหนดจุดขัว้ลงในระบบที่

สนใจ แล้วสร้างโครงตาข่ายเบื้องหลงั (Background mesh) ซึ่งบางครัง้เรยีกว่าเซลล์ (Cell) ดงั

แสดงในรูปที่ 4 ในเซลล์น้ีจะทําการคํานวณหาจุดเก๊าซ์ สําหรบัการอินทเิกรดเชงิตวัเลขเหมอืน

สมการ (19) และใชจุ้ดเก๊าซ์เดยีวกนัน้ี เป็นจุดศนูยก์ลางเขยีนวงกลม (Support domain) จุดขัว้ทุก

จุดทีอ่ยู่ในวงกลมจะนํามาคํานวณเป็นฟังก์ชัน่รปูร่างเพือ่ใชใ้นการประมาณค่า (Interpolation) ของ

จุดเก๊าซน้ี์ เอกสารอา้งองิ[4] ไดแ้นะนําฟังกช์ัน่รศัม ี(Radial basis function) เป็น 

 

e ≤ NElem 

กาํหนด Boundary condition 

อ่านขอ้มลูและเตรยีมขอ้มลู 

e > NElem 

คาํนวณเมตรกิซค์วามแขง็ตงึ

ยอ่ยของเอลเิมนต ์

 

รวมเมตรกิซค์วามแขง็ตงึหลกั 

 

 

   คาํนวณเมตรกิซ ์  

แกร้ะบบสมการ  

 

 

คาํนวณความเคน้, ความเครยีด 

 

e=1, NElem 
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 ( )22( , ) 2 , 0
q

i i i c i cR x y r r = = + ≥ φ α α  (22) 

 

โดยที ่ iφ  จะเป็นไปตามเงื่อนไขของสมการ (4-6), Cα  เป็นค่าคงทีโ่ดยมเีงื่อนไขว่า1 2
C

≤ ≤α และ  

r  คอืรศัมซีึง่มคีา่เทา่กบัระยะครึง่หน่ึงของความกวา้งของโครงตาขา่ยเบือ่งหลงั 

 

 
รปูท่ี 4 หลกัการของระเบียบวิธีไรโ้ครงตาข่าย 

 

แต่เน่ืองจาก ( , )iR x y จะไมส่อดคลอ้งกบั 
1

1
n

i
i
φ

=
∑ =  อยา่งสมบรูณ์ ดงันัน้ในเอกสารอา้งองิ[4] จงึ

แนะนําใหเ้พิม่ฟังกช์นัพหุนามต่อทา้ยกบัฟังกช์นัรศัมเีป็น 
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โดยที ่ ( )P x  เป็นสมการพหุนาม R(x) และ P(x) หาไดจ้ากจุดขัว้ของระบบ และ ( )u x  ทุกตาํแหน่ง

จุดและ ( )u x  ทุกตาํแหน่งจุดขัว้ในวงกลมจะได ้

 

 { }
[ ] [ ]
[ ] [ ]

{ }

{ }
[ ]{ }

0i

aR P
u G A

bP

  
= =  

  
 (24) 

 

และ  { } [ ] { }1
iA G u−=  (25) 
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 { } { } [ ] { } { } { }1( )
TT T

i i iu x R P G u uφ− = =    (26) 

 

โดยที ่{ }iφ เป็นฟังกช์นัรปูรา่ง และเมตรกิซ ์[ ]B จะกําหนดไดเ้ป็น 

 

 [ ] [ ]
1, 2,

1
1, 2,

1, 1, 2, 2,

0 0 ...

0 0 ...

...

x x

y y

y x y x

B J

φ φ

φ φ

φ φ φ φ

−

 
 =  
  

 (27) 

 

และ 
1 1

1 1
[ ] [ ] [ ][ ]g

TK B D B Jdr ds∫ ∫
− −

=  (28) 

 

โดยสรุปกระบวนการของระเบยีบวธิไีรโ้ครงตาขา่ยสามารถแสดงไดด้งัรปูที ่5 

 

3. ผลการทดสอบ 

ไดท้ําการทดสอบการคํานวณกบัแผ่นแบนทดสอบและแผ่นแบนเจาะรู [5] ตามรูปที ่6 และ7 

โดยทีแ่ผน่ทดสอบทัง้สองมขีนาดความยาวดา้นละ 1 หน่วยความยาว และมแีรงดงึแบบสมํ่าเสมอ 1 

หน่วยแรง/หน่วยความยาว ในการคํานวณจะใช้โครงตาข่ายแบบสามเหลี่ยม 3 จุดขัว้และแบบ

สีเ่หลีย่ม 4 จุดขัว้เหมอืนกนัทัง้ระเบยีบวธิไีฟไนตเ์อลเิมนตแ์ละระเบยีบวธิไีรโ้ครงตาขา่ย โดยทีโ่ครง

ตาข่ายในการคํานวณดว้ยระเบยีบวธิไีฟไนต์เอลเิมนต์จะถอืว่าเป็นโครงตาข่ายเบื้องหลงัของการ

คํานวณดว้ยระเบยีบวธิไีรโ้ครงตาขา่ยเพื่อใหเ้สมอืนว่ามจีํานวนเอลเิมนต์เท่ากนัและการอนิทเิกรต

เชงิตวัเลขใหจุ้ดเก๊าส ์2 จุดต่อมติ ิผลลพัธท์ีไ่ดจ้ากทัง้สองวธิเีท่ากนัและมคีวามผดิพลาดเมื่อเทยีบ

กบัทฤษฎโีดยใชก้ารคาํนวณความผดิพลาด (Energy error) จากสมการ 

 

 { } { }1

2

T

n t n te dΩ
Ω

ε ε ε ε∫= − −  (29) 

 

โดยที ่ nε เป็นคา่ความเครยีดทีไ่ดจ้ากการคาํนวณและ tε  เป็นคา่ความเครยีดทีไ่ดจ้ากทฤษฎ ีและ

ความผดิพลาดทีไ่ดจ้ากทัง้สองวธิอียูท่ีร่ะดบั −< 310e  
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รปูท่ี 5 แผนผงัของระเบียบวิธีไร้โครงตาข่าย 

 

4. สรปุผล 

จากคํานวณทดสอบทัง้สองวธิพีบว่าความเที่ยงตรงไม่มคีวามแตกต่างกนั สิง่ที่แตกต่างกนั 

อย่างเห็นได้ชดัเจน คือ เวลาที่ใช้ในการคํานวณ ระเบียบวธิีแบบไร้โครงตาข่ายใช้เวลาในการ

คํานวณมากกว่าระเบียบวิธีไฟไนต์เอลิเมนต์เกือบ 3 เท่า เน่ืองจากในการคํานวณกําหนดค่า 

1.5
C
=α  ทําให้จุดขัว้รอบจุดเก๊าส์มีประมาณสามถึงสี่จุดขึ้นอยู่กับตําแหน่ง จึงส่งผลให้การ

อนิทเิกรตเชงิตวัเลขใชเ้วลาในการคํานวณมากขึน้แต่ ถ้าพจิารณาในแง่ของการทําวจิยัขัน้สงู เช่น 

อ่านขอ้มลูและเตรยีมขอ้มลู 

Gp > NGauss 

กาํหนด Shape function 

 และ  

คาํนวณ Gauss Point        

ใน cell, NCell 

 

คาํนวณเมตรกิซ ์

 

รวมเมตรกิซค์วามแขง็ตงึหลกั 

 

 

แกร้ะบบสมการ  

 

คาํนวณความเคน้, ความเครยีด 

 

Loop all cell 
cell=1, NCell 

 cell ≤ NCell 

Loop all Gauss point 
Gp=1, NGauss 

 

Gp ≤ NGauss 

คาํนวณเมตรกิซค์วามแขง็ตงึ

 

กาํหนด Boundary 

condition 
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การคํานวณรอยแตกหรอืการคํานวณทีไ่ม่เป็นเชงิเสน้ แลว้ตอ้งมกีารปรบัแกข้นาดของเอลเิมนต์ และ

เพิม่จุดขัว้ระเบยีบวธิไีรโ้ครงตาขา่ยจะปรบัแกไ้ดง้า่ยกวา่ 

 

 

รปูท่ี 6 แผน่แบนท่ีใช้ในการทดสอบ 

 

 

รปูท่ี 7 แผน่แบนเจาะรท่ีูใช้ในการทดสอบ 
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